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論文内容要旨
序
 量子力学の理論によればシュレディンガー作用素の固有値は,そのポテンシャルで与えられる
 エネルギー場において束縛状態にある粒子のとり得るエネルギーの値を表しており,シュレディ
 ンガー作用素の固有値を求めることは興味ある問題である。しかしながら与えられたポテンシャ
 ルに対してシュレディンガー作用素の固有値を計算することは一般には困難である。そこで固有
 値を正確に計算しないまでも,固有値の増大するオーダーや漸近分布を求めることが重要な問題
 となる。
 本論文で最初に考察する問題は,ポテンシャルγが遠方で増大するシュレディンガー作用素一
 △+yの固有値の漸近分布である。ポテンシャルにどのような条件を課せば漸近分布公式が成
 立するかについてはE・C・チッチマルシュ(1953),G.V.ロゼンブリャム(1974),B.サイモ
 ン,J.フレッキンガー,V.Lフェイギン等の研究が知られている。
 一方,C.フェッファーマンは1983年に発表した論文において不確定性原理を有効に用いた偏
 微分作用素の研究を行い,その中で多項式をポテンシャルに持つシュレディンガー作用素のλ以
 下の固有値の個数ノV(λ)の評価を与えている。フェッファーマンの結果はN(λ)の粗い評価
 を与えるもので,正確な漸近分布公式を与えるものではない。そこで著者は本論文において,フェッ
 ファーマンの不確定性原理に基づいたアイデアを発展させた形の漸近分布公式を与えた。我々の
 定理を周いると,非常に広いクラスのポテンシャルに対して漸近分布公式を証明することができ
 る。特に今まではほとんど研究されていなかった緩やかに増大するポテンシャルに対する漸近分
 布公式を,原点からの距離のみで定まるポテンシャルに限るが,与えることができる。また,ポ
 テンシャルがある方向では定数のままで他の方向では増大するという,いわゆる非古典的なポテ
 ンシャルをもつシュレディンガー作用素のいくつかの例に対して漸近分布公式を与えることがで
 きる。この非古典的な場合は,サイモン,D.ロベール,M.Z.ソロミャック等により研究され
 ているが,著者の結果を用いると彼らの結果の一部を統一的に導くことができる。これらの著者
 の与えた定理は,空間を立方体に分割し各立方体上でそれぞれディリクレ及びノイマン条件のも
 とで固有値の個数を評価する,いわゆるディリクレーノイマンの挟み打ち法を用いて証明される。
 一方1991年に1.ダウベシーズー,S.ジャファードー,」.L.ジュルネは,元の関数もそのフー
 リエ変換も指数減少で局在をしている関数列からなるぴ(R)の完全正規直交基底であるウィル
 ソン基底を発見した。著者はその基底に着目し,フェッファーマンのアイデアをより直接的に用
 いてシュレディンガー作用素の固有値の解析を試みた。ダウベシーズージャファードージュルネ
 のウィルソン基底は実軸上の関数列であるが,著者はこれをもとにn次元ユークリッド空間上に
 おけるウィルソン基底を定義し,これにより遠方で増大するポテンシャルをもつシュレディンガー
 作用素の固有値の上下からの評価を与えた。この固有値の評価により,固有値の増大オーダーを
 与えることが可能となる。固有値の増大オーダーは,例えば固有値の漸近分布がN(λ)～
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 cλ咲。,α〉0)となるときは求めることが出来る。このウィルソン基底による方法を用いれば
 漸近分布公式を示すことが困難な場合,例えば遠方で緩やかに増大するポテンシャルを持つ場合
 についても,固有値の増大の様子を調べることができる。このようにウィルソン基底を用いて偏
 微分作用素を解析する試みは,他に見あたらないものである。
 次に,変調空間(モデュレーション空間)における擬微分作用素の有界性について考察する。
 モデュレーション空間とは,トリーベルーリゾルキン空間やベゾフ空間の類似としてH.トリー
 ベル及びH.G.ファイヒチンガーにより定義された空間で,ソボレフ空間の一つの一一般化とい
 えるものである。その後ファイヒチンガー一K.H,グレーヘニクーD.F.ワルナットは,1次元
 モデュレーション空間をウィルソン基底を用いて特徴付けた。著者はπ変数モデュレーション空
 間に対しても同様な特徴付けを,荷重がある条件を満たすときに与えた。それを用いてあるクラ
 スの擬微分作用素がモデュレーション空間上で有界であることを示した。ここで考えた擬微分作
 用素のクラスは,遠方で増大する多項式をポテンシャルとしてもつシュレディンガー作用素を含
 むようなものである。この定理は,表象がS8,。クラスに属する擬微分作用素のL2有界性に関す
 るカルデロンーヴァイランクールの定理の一つの一般化といえる。これは偏微分作用素とモデュ
 レーション空間との関係を明らかにした最初の試みである。
 本論文は三つの章に分かれている。第一章では,遠方で増大するポテンシャルをもつシュレディ
 ンガー作用素の固有値の漸近分布公式について考察する。第二章においては,ウィルソン基底を
 用いてシュレディンガー作用素の固有値の評価を与える。第三章においては,ある擬微分作用素
 のクラスに対してモデュレーション空間における有界性を論ずる。
 以下,各章における主結果を述べる。
 第一章シュレディンガー作用素の固有値の漸近分布
 ポテンシャルγは局所二乗可積分,γ≧1,無限遠点で。。とする。LをL2(R・)におけるシュ
 レディンガー作用素一△+vの自己共役拡張とし,その固有値をλ1<λ2≦λ3≦…とする。
 Z(λ)をλ>0の正値関数とする。まずλ〉0に対してZ(λ)㍗の格子点を頂点とする辺長Z
 (λ)のη次元開立方体の集合を{Qζ}ζEZスとする。ただし,Zユは添字集合を表す。そして,
{
 1λ={ζ∈Zユ:esssupエ∈Qγ(∬)<λ},ζ
 」ユー{ζ∈Zλ:essinf・∈Qζγ(∬)<λ}
 とおく。このとき以下の条件を考える。
 (A1)定数μ!≧0と関数a1:(μ1,。。)→(0,1)が存在して
 (#(」λ＼∫λ))
 ム≠メ3!,≦la1(λ)(λ〉μ1)
 (#1、)
 が成り立つ。
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 (A2)定数μ2≧0と関数a2:(μ2,。。)→(0,1/2)が存在して
 ,騒,IV(エ)一%、1雇2ぬ≦λ雇2σ(λ)α2(λ)(λ>μ2)
λ
 が成立する。ただし,σ(λ)=1伽∈R・:γ(劣)<λH,そして%=
 1Ql一㌧るγ(劣)砒である。
 定理π≧3,レは上で述べたものとする。このγに対し条件(A1),(A2)を満たすよう
 な関数♂が存在するものとする。このとき,正数μo,oが存在して
 N(λ)一(2饗).ん(λ一γ)綱
 ≦;0σ(λ){λ"2α1(λ)十λ山/2α2(λ)1■・十1(λ)r十λ〔・一1)/2Z(λ)一1}(λ〉μ0)
 が成立する。ただし,ω.はRrこおける単位球の体積を表し,∫(エ)。二maxl∫(エ),Ol
 である。
 第二章シュレディンガー作用素とウィルソン基底
 ここでは,次の条件を満たすポテンシャルを考える。
 (B1)γ∈σ的(R且),γ≧1,γ(エ)→o。(1∫1→oo),
 (B2)正数αγが存在して
 γ(∬+ッ)≦C(1+1ッ」)Tvr(エ)(劣,ッ∈Rn)
 が成り立つ。
1
 (B3)一≦τ<1が存在し,α∈Z等,1≦1α1に対して2
 1∂∫γ(工)1≦o。γ(工)τ(∬∈舟)
 が成り立つ。ただし,C、はxに無関係な定数である。
 五)1=(N×Z)∪{(0,2η∫):㎡∈Z},五).寓{(」,肌)∈Z耳×Zη:(Z`,肌,)∈∂1,ご二1,…,
 π}とかく,ただし,(Z,ητ)=(Z1,…,Z、,肌1,…,肌.)である。
 定理ポテンシャルγは上の条件(B1),(B2),(B3)を満たすものとする。(Z,肌)∈D・
 に対してθ,,肌=12πZ12+γ(肌/2)とおく。集合{θ,,吊hm)∈D.を非減少の順に並べ
 変えたものを{μ轟。Nとする。
このとき
λk
 lim一=1
 い的μk
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 が成り立つ。
 第三章変調空間における擬微分作用素の有界性
 ここではモデュレーション空間における擬微分作用素の有界性を考察する。荷重としてある条
 件を満たす連続関数乙θ(π,ξ)>0,x,ξ∈R・,を考える。このとき1≦p,g<。。なるp,gに
 対して,モデュレーション空間を
 M倒,(R・)=げ∈s'(R・);II∫艮Afψ<OQ},
ρ,q
 と定義する。ただし
 
 M[M似寵{∫Rn(∫詞ぐ,ε2π`ε'ε一〔'一工)>1ρω(π,ξ)ρ砒)ψ■ρ酵}1/σ
 ρ一σ
 である。
 次にλ,τ∈Rに対して表象の族Sλ・τ(R[)を,σ(エ,ξ)∈C。。(R^×R且),そして任意のα,
 β∈Z奪に対して正数C、,βが存在して
 i∂罫∂ξσ(コじ,ξ)1≦C直.β(1+㍑1)主(1+iξ1)τ(瓢,ξ∈Rη)
 が成り立つものの集合として定める。
 このとき擬微分作用素σ(コ`,D)を表象σ(エ,ξ)∈Sい(R“)をもつワイル変換として定義
 する。
 定理σ(∫,D)はA嬬,(R・)からMl貧,(R・)への有界作用素である。
 ただし訪(x,ξ)=ω(x,ξ)(1+1エ])一λ(!+1ξ1)可である。
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 論文審査の結果の要旨
 シュレディンガー作用素の固有値に関する問題は,物理的背景と数学的興味によって多くの数
 学者によって研究されている課題である。本論文の主題は,遠方で増大するポテンシャルをもつ
 シュレディンガー作用素の固有値の漸近分布である。
 1983年C.フェッファマンは,もし相空間の一点に台をもつような関数が存在すれば,その関
 数は固有関数であり,台の一点によって固有値が与えられるという観点から,不確定性原理を逆
 転した発想でとらえ,多項式をポテンシャルに持つ作用素に対し,与えられた数以下の固有値の
 個数の評価を与えた。本論文はこの発想に基づき,方法としては,従来のデイリクレ・ノイマン
 の挟み打ち法を用いて,いわゆる非古典的なポテンシャルをもつシュレディンガー作用素の固有
 値の漸近分布を与えた。本論文の結果は,今日までに知られている,チッチマルシ,サイモン,
 ロベール等の結果の改良,一部の改良を与え,また従来の方法が適用されなかったタイプのポテ
 ンシャルに対しても評価を与えた。これらの評価は従来個別に与えられていたが,本論文では統
 一した方法で導いている。
 次に,ウィルソン基底は,台が相空間上のボックスに局在していることに着目し,ウィルソン
 基底自身がある一定の条件を満たすポテンシャルをもつシュレディンガー作用素の固有関数になっ
 ている,更に固定値はその台が局在しているボックスで与えられるとみなす。そのときの誤差の
 評価が一定量を超えないことを示すことによって,そのような発想を正当化するという,大胆か
 っ明快な方法によって固有値の増大度の漸近挙動の評価を与えた。
 このように,フェッファマンの発想を発展させ,ウィルソン基底に着目した着想,それがより
 明快な証明とより精密な評価を与えることを示したこと,この論法は,他の一定の条件をみたす
 擬微分作用素の解析にも適用されることは高く評価される。
 このように,本論文は,シュレディンガー作用素の固有値分布の研究に新しい結果と方法をも
 たらし,寄与するところ大であり,これは立澤一哉が自立して研究活動を行うに必要な高度の研
 究能力と学識を有することを示している。よって,立澤一哉提出の論文は,博士(理学)の学位
 論文として合格と認める。
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